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1. INTRODUCTION 
Ce travail est le prolongement d’un precedent mtmoire [16] consacre 
aux equations de Hua d’un espace hermitien symetrique du type tube. Rap- 
pelons brievement le probleme dont il s’agit. 
Soient X = G/K un espace hermitien symetrique du type tube et S = K/L 
son bord de Shilov. On sait delinir un noyau de Poisson sur Xx S et la 
transformee de Poisson de toute hyperfonction sur S. 11 y a plus de dix ans, 
E. M. Stein avait pose le probleme de caracteriser ces transformees comme 
solutions d’un systeme d’tquations differentielles du second ordre, &rites 
dans certains cas par Hua [S]. 
La premiere rtponse g&kale a ce probleme fut donrke par Johnson et 
Koranyi [S] de la facon suivante. Soient g et I les algebres de Lie respecti- 
ves de G et K, g, et I,. leurs complexiliees, et p + (resp. p -- ) l’espace tangent 
holomorphe (resp. antiholomorphe) de X au point eK. On a 
g, = Ic 0 p + 0 p ~. Soit @(g,.) l’algebre enveloppante de g<. On considere 
l’llement de %(g,.)@f,. delini par 
od {E, 1 et { EF 1 sont deux bases duales de p + et p . Dans tout cet article, 
si j’ est une fonction sur X= G/K, on note f la fonction K-invariante a 
droite induite sur G. Le resultat suivant est dtmontre dans [8]. 
TH~OR~ME. Une ,fonction f sur X est la transformke de Poisson d’une 
hyperfonction sur le hord de Shilov S si et seulement si on a .#3= 0. 
Ulttrieurement nous avons obtenu une caracterisation plus precise [ 163. 
Pour cela considerons le bord de Shilov S= K/L de X. On sait que la paire 
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(K, L) est une paire symetrique compacte. C’est-a-dire qu’il existe un auto- 
morphisme involutif z” de K dont l’ensemble des points fixes est L. Soient T 
l’automorphisme involutif de f correspondant, I l’algebre de Lie de L et 
f = 10 q la decomposition de f en sowespaces propres de 5. On considere 
l’eltment #q E %(g,.) 0 q,. qui se diduit de # au moyen de la projection de 
f,. sur q,.. Dans [ 161 nous avons demontre le 
TH~OR~ME. Une fonction f sur X est la transform&e de Poisson dune 
hyperfonction sur le bord de Shilov S si et seulement si on a & f= 0. 
Cette seconde caracterisation prtsente plusieurs avantages. D’une part 
elle necessite moins d’tquations que la prtcedente. Celles-ci sont d’autre 
part rielles, c’est-a-dire peuvent etre formulees independamment de la 
structure complexe de X. Enfin l’operateur %q possede une interpretation 
tres naturelle en termes d’algkbres de Jordan. On sait que le formalisme 
d’algebres de Jordan, dO a Koecher [9, lo], est essentiel dans l’ttude des 
domaines born& symetriques du type tube. L’operateur Zq s’interprete tres 
simplement dans ce formalisme: %q apparait en effet comme le contracte 
des operateurs differentiels 8 et a par le produit de Jordan canoniquement 
associt a X 
On observera que les caracterisations XT= 0 ou xqy= 0 sont exprimees 
sur le groupe G et non sur l’espace X. Cependant Johnson et Koranyi ont 
montre dans [S, p. 5961 qu’il est possible d’exprimer directement sur X les 
equations XT= 0. Le but de cet article est de montrer que ceci est Cgale- 
ment possible pour les equations -x”,,T= 0. 
Cependant il s’agit la d’un probleme beaucoup plus difficile, et que nous 
ne savons resoudre que lorsque la fonction f est born&e. Ce faisant, nous 
obtenons trois nouvelles caractkrisations des fonctions bornees sur X qui 
sont transformees de Poisson du bord de Shilov. Celles-ci sont entierement 
nouvelles. Elles n’avaient jamais Cte introduites auparavant, m&me dans les 
cas particuliers Ctudits par Hua [S], Berline et Vergne [l], Koranyi et 
Malliavin [12], et Johnson [6, 71. 
Nous donnons successivement la forme explicite que prennent les Cqua- 
tions xqJ= 0 dans chacune des trois realisations canoniques de X: 
(i) la realisation non bornPe comme tube sur un domaine de positi- 
vite due a Koranyi et Wolf [ 111, 
(ii) la realisation born&e comme domaine borne symetrique due a 
Harish-Chandra [ 31, 
(iii) enfin la nouvelle realisation en coordonnkes polaires que nous 
avons introduite dans [ 143 et [ 151. 
Chacune des trois nouvelles caracttrisations ainsi obtenues s’exprime 
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uniquement en termes d’algdbres de Jordan. En particulier nous mettons en 
evidence une analogie remarquable en termes de produit triple de Jordan 
entre la caracterisation (i) en realisation non born&e et la caracttrisation 
(iii) en coordonnees polaires. Ceci justice certainement qu’on recherche une 
demonstration de nos rtsultats qui soit strictement interne a la theorie des 
algebres de Jordan. 
Donnons pour conclure le plan de cet article. La Section 2 est consacree 
aux notations. La Section 3 a des rappels et rtsultats simples sur le forma- 
lisme d’algebres de Jordan. La Section 4 introduit les equations de Hua. 
Les Sections 5 a 8 sont consacrees aux trois nouvelles caracterisations us- 
mentionnees. La Section 9 en donne une formulation purement en termes 
d’algebres de Jordan. 
Les resultats de cet article ont ete annonces dans deux notes [17, 181. 
On y trouvera traite l’exemple du domaine classique de type I,,.,!. 
2. GBNBRALITBS ET NOTATIONS 
Nous nous en tenons ici aux seules notions indispensables a la compre- 
hension du texte. Pour plus de details et des references, nous renvoyons le 
lecteur a la Section 1 de [16]. 
2.1. SystPme de racines 
Soit X= G/K un espace hermitien symetrique non compact du type tube, 
qu’on suppose irreductible (cette hypothese n’est pas decisive et elle est seu- 
lement faite pour simplifier les notations). Le groupe G est le plus grand 
groupe connexe d’isometries de X et K le sous-groupe d’isotropie d’un 
point x0 E X. On note g et f les algebres de Lie respectives de G et K, 
g = f @ p la decomposition de Cartan associee, et u = f @ ip la forme reelle 
compacte de la complexifite g<, On note (T: X+ x la conjugaison dans g‘ 
par rapport a g. 
Soit 3 le centre de t. I1 existe un element Z, E 3 tel que ad Z, 1 I, soit la 
structure complexe de X au point x0. On note p+ (resp. p ) l’espace tan- 
gent holomorphe (resp. antiholomorphe) de X au point x0. 
Soit T un tore maximal de K d’algebre t: c’est un sous-groupe de Cartan 
de G. On note @ l’ensemble des racines non nulles de gr par rapport a la 
sous-algebre de Cartan t,.. Une racine M E @ est dite compacte (resp. non 
compacte) si l’espace radiciel g: est contenu dans f,, (resp. p,). 
On choisit un ordre sur @ tel qu’une racine non compacte CI soit positive 
si et seulement si g; c p +. On note desormais @+ l’ensemble des racines 
non compactes positives. 
Soit B la forme de Killing de g,,. A tout c( E (D + on associe le vecteur 
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coracine H, et deux vecteurs radiciels E, E g: et E ~a E g,” de maniere a 
satisfaire 
CE,, E .I = H,, o(Er)= E ml. 
Alors on a necessairement a(H,) = 2 et 
2 
B(E,, E-x) =(a, 
On dit que deux racines c1 et fi sont fortement orthogonales si c1+ /I et 
o! - /I ne sont pas racines. Soit I= rang X. 11 existe un ensemble maximal de 
racines non compactes positives fortement orthogonales (y , ,..., r,> tel que 
‘i’l <Y2< ... < yc. On pose 
E, = i E;.,, H,, = i H,, 
k-, A=1 
On note a la sous-algebre abilienne engendree sur R par les vecteurs 
{X,, = E,, + Eeyk, k = l,..., I’,. C’est une sow-algebre de Cartan de la paire 
symetrique (g, I). On note a + la chambre de Weyl positive de a delinie par 
a + = ,;, fkXYi, 0 
i 
<t,<t,< ... <t, 
I 
2.2. RPalisation hornhe d’Harish-Chandra 
Soit G,. le groupe adjoint de gc: G s’identilie au sous-groupe analytique 
de G,. d’algebre g. On note K,., P’, U les sous-groupes analytiques de G, 
d’algebre I,., p *, u. 
On a Un K,.P = K et l’application UK-+ uK,.P identilie l’espace 
homogene complexe G,/K,. P a l’espace hermitien symttrique compact 
X* = U/K dual de X. 
On a G n K, Pm = K et l’application gK -+gK, Pi est un plongement 
holomorphe de X dans X*. On note desormais xg la classe de l’identite 
dans X* et on identifie X a l’orbite Gx, de X*. 
On a Pt n K,. P = { 1 } et l’application 5: Z + exp Z. -Y,, est un plonge- 
ment holomorphe de p+ dans X* (plongement d’Harish-Chandra). L’ou- 
vert <(p + ) est dense dans X* et contient X. L’image inverse D = 5 ‘(X) est 
la realisation bornee canonique de X d’Harish-Chandra [3]. 
2.3. Bord de Shilov 
Soit S le bord de Shilov de X dans X*. Si l’on pose 
c=exp(f(G-Ea)), 
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on a S=Kcx,. On dit que c E U est la transformation de Cayley. On a 
t( -E,) = cxO et l’application t &ant K,-Cquivariante, le bord de Shilov de 
D dans p+ est t-‘(S) = Ad K. E,. 
Soit L le sous-groupe d’isotropie de K au point cxO, d’algkbre I. On a 
S= K/L et le sous-groupe L est l’ensemble des points fixes dans K de l’au- 
tomorphisme intkrieur ? = Int c2 de U. I1 n’est pas en gkkral connexe. On 
note z = Ad c2. 
L’automorphisme ? est un automorphisme involutif de K, et la paire 
(K, L) une paire symktrique compacte dkfinie par 2. On note f = I @ q la 
dkcomposition de f en sous-espaces propres de l’automorphisme involutif 
z: 1 (resp. q) est le sous-espace propre de f pour la valeur propre + 1 
(resp. - 1) de t. 
On note b la sous-algkbre abklienne engendrke sur IF? par les vecteurs 
{ iH;.,, k = I,..., I}: c’est une sous-algkbre de Cartan de la paire symktrique 
(f, 1). 
3. ALG~BRES DE JORDAN 
On note dksormais e + le sous-espace de p + engendrk sur [w par les vec- 
teurs {E,., ..., E;.,) et r + le sous-espace de p + dkfini par r + = p + n Ad c(g). 
Alors on sait [ 11, p. 278 et 2821 que r+ est une forme rlelle de p + et qu’on 
a r+=Ad L.e+. 
La proposition suivante est un rksultat classique (voir par exemple [13, 
Lemma 2.1, p. 18 1 I). Rappelons que la paire (f, I) ktant une paire symktri- 
que, on a q=Ad L.6. 
PROPOSITION 1. L’application rl/: p + -+ q, definie par 
est un isomorphisme Ad L-equivariant de p + sur qc (resp. de r + sur iq, de e + 
sur ib). En particulier pour tout k = l,..., I on a $(E;,,) = H,,. 
Pour tous X, Y, ZE p + on pose dksormais 
{X Y, Z} =gx, CY, Zll. 
On a {X, Y, Z} = {Z, Y, X} up+. On sait [lo, Sect. 1.2.7, p. 191 que la loi 
(A’, Y)-+X. Y= {X, E,, Y) 
munit p+ d’une structure d’algkbre de Jordan complexe dont l’kltment 
unit6 est E,. La forme rkelle r+ est une sous-algkbre de Jordan formelle- 
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ment reelle [9, Sect. 6.4, p. 104) de p +. En ce qui concerne les algebres de 
Jordan, nous renvoyons le lecteur a [9] ou [lo]. 
On note X -+ R la conjugaison dans p + par rapport a la forme reelle r + 
Les resultats suivants sont demontres dans [ 16) (Propositions 2,4 et 5). 
PROPOSITION 2. (a) Pour tout XE p + on u 
W= {E,, X, E,} et II/@:) = 4(X). 
(b) Pour tous X, Yep+ on a 
x. Y= {E”, Y, X}. 
Remarque 1. Compte-tenu de la Proposition 1 on a 
x. Y = $[$(X), Y]. 
En termes d’algebres de Jordan, l’application X-t fad $(X) n’est autre que 
la translation a gauche L qui a tout XE p + associe l’endomorphisme L(X) 
detini par L(X) Y = X. Y. 
PROPOSITION 3. Pour tous X, YE p + la dkomposition de [X, Y] E f,. sui- 
vant f, = I, @q, est don&e par 
LX, n = X$(X), $( RI + 44x. 8). 
Preuve. Le premier terme appartient clairement a [q,, q,.] c I,, et le 
second a q, . Pour etablir la relation, on remarque qu’en vertu de la Propo- 
sition 2 celle-ci s’tcrit 
2cr Xl = cm Xl, [I&, ml + L-G C&, CK XIII. 
Mais l’identite de Jacobi entraine 
CC%, J-1, CL yll= -[I%, CT, C%, XIII + CF, CCX,E,l, &II 
= L-E,, L-E,, CX f’lll+2Cy, Xl, 
car le second terme du membre de droite s’ecrit 2[ F, $ ‘($(X))]. Mainte- 
nant on a 
C&3, m, LX, n11= - CCL C&, cl;i, ~lll- ccx Yl, C~O>E,ll. 
Mais le dernier terme est nul car [X, P] E f,. et [E,, &] = Z-f, E is. Ceci 
prouve l’assertion. 1 
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La structure d’algebre de Jordan munit p+ d’une operation “produit tri- 
ple de Jordan” ainsi detinie: 
[X, Y,z]=x~(Y~z)+Z~(Y~X)- Y.(X.Z). 
PROPOSITION 4. Pour tous X, Y, Z E p + on a 
{X, Y, z} = [X, F, Z]. 
Preuve. En vertu de la Proposition 3 on a 
{X K Z} = tC$(J-. n> a- t cz CIcl(W, 44 ml 
=(X. nz-m Ell/(n$mll, 
ou on a utilise la Remarque 1. Mais on a en vertu de la m&me remarque 
icz C$(WY $mll= -tC$(n ctm a1 +;wcn, Cti(J-1, Zll 
= -$[$qX), Fz]+$[i)(8),x~z] 
= -xqP.z)+ F(X~Z). 
Ceci acheve la preuve. 1 
Soit A un element Jordan-inversible de p +, d’inverse A -‘. On sait 
[9, Sect. 4.2, p. 671 que la loi 
(X, Y) -+ x; Y= [X, A, Y] 
munit p + d’une structure d’algebre de Jordan complexe dont l’element 
unite est A ‘. On note p: cette nouvelle algebre de Jordan qu’on appelle 
A-mutation (ou A-isotope) de p+. 
Supposons en outre A E r +. Alors on a A = d, d’ou 
“, Y= {X, A, Y}. 
On definit de m&me la A-mutation de r +, qu’on note r; : c’est une sous- 
algebre de Jordan de ~2. 
Soit Q la composante connexe de E, dans l’ensemble des elements Jor- 
dan-inversibles de r+. Alors B est un cone homogene autodual (“domaine 
de positivit?‘). Pour tout A E Q la mutation r: est une sous-algebre de Jor- 
dan ,formellement rtielle de pi. 
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4. LES EQUATIONS DE HUA 
Soient { Ei} une base de p + et {ET } la base de p - duale de la prece- 
dente pour la forme de Killing. Soit %(g,-) l’algebre enveloppante de g,. 
Comme on a [p +, p - ] c f,, l’optrateur 
x=CEiETQ [E,, E,*] 
i,j 
est un Clement de %(g,) @ f,.. On v&tie qu’il ne depend pas de la base de 
p + choisie. 
Pour tous X, YE p + on pose (X, Y) = -B(X, vY), ou v dtsigne la con- 
jugaison dans gc par rapport a la forme reelle compacte u. En vertu dun 
rtsultat classique, on definit ainsi une forme hermitienne definie positive 
sur p +. La restriction de ( , ) a r + est une forme bilintaire detinie positive. 
On choisit dbormais, et pour toute la suite de cet article, une base {Ei} 
de p + orthonormte par rapport a ( , ). La base {q} de p - qui s’en deduit 
par conjugaison est alors duale de la base (E,} pour la forme de Killing. 
En effet si 8 designe l’involution de Cartan de la paire (g, f), on a B = vB. 
D’oh v(Ei) = -z et B(E,, q) = (Ei, E,) = 6,. On en deduit 
Soient Xq et 8 les elements de %(g,) 0 q,. et @(g,.) @ I,. qui se deduisent 
de X au moyen de la decomposition f,. = I,@ q,.. En vertu de la Proposi- 
tion 3, on a alors 
ye,=1 E;~QI/I(E;~), 
‘Xi 
S$= f C EiqQ [II/( $(E,)l. 
L’isomorphisme $: p + -+ q,. induit un isomorphisme (encore note $) de 
%(g,) @ p + sur @(g<) @ q, . En particulier l’tlement de %(g,.) 0 p + dtfini 
par 
se dtduit de Xq par l’isomorphisme rc/ - ‘. On a 
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Soient A = exp a le sow-groupe analytique de G d’algebre a et 
A + = exp a +. On a G = KFK. Soit B le sous-groupe d’isotropie de G au 
point cxO, On a G = BK [ 11, p. 2801. Les conditions suivantes sont alors 
equivalentes: 
~7k) = 0 k E (3, 
~7k)=O (gEKA+), 
Km = 0 (gE B). 
En effet on voit facilement qu’on a pour tous g E G et k E K, 
ad = Ad k-‘WTW). 
D’ou I’assertion. 
En ce qui concerne l’optrateur J@ une telle propriete n’est plus a priori 
veritiee. Pour tout g E G on voit en effet facilement qu’on a 
2I~(sk)=Adk-‘(~~(d) 
seulement Zorsque k E L. Cependant nous allons demontrer dans cet article 
le resultat suivant. 
THBOR~ME 1. Soit j” une fonction C” bornee sur X. La fonction f est la 
transformee de Poisson dune fonction sur le bord de Shilov S si et seulement 
si elle satisfait l’une des trois conditions tquivalentes uivantes: 
(i) $I(g)=O (gEG), 
6) Y?(g)=0 (gEB), 
(iii) 2T(g)=O (geKF). 
Nous formulons la conjecture que la restriction “fonction bornee” est 
inessentielle. 
Le theoreme sera Ctabli de la facon suivante. Nous allons demontrer, de 
manigre indkpendante, que chacune des conditions (i), (ii) et (iii) caracterise 
les fonctions bornees qui sont inttgrales de Poisson du bord de Shilov. En 
ce qui concerne la condition (i), le rtsultat est dkj& connu: nous l’avons 
demontre dans [16] et la restriction “fonction bornee” n’est pas alors 
necessaire. En ce qui concerne les conditions (ii) et (iii), chacune est equi- 
valente a des equations que nous nous donnerons dans une rialisation par- 
ticuli&e (bornee ou non bornee) de X. Et c’est sous cette forme que nous 
les demontrerons. 
Remarque 2. Toute fonction f sur X satisfaisant l’une des deux condi- 
tions (ii) ou (iii) est necessairement solution du laplacien 3’ de X, c’est-a- 
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dire faiblement G-harmonique. En effet soit ge G arbitraire. On sait 
[ 16, Remarque 1, p. 1351 que la condition yT(g) = 0 implique 97(g) = 0. 
Soit encore YT(gk) = 0 pour tout k E K, en vertu de la K-invariance a 
droite de yet du laplacien. 
Nous notons que la restriction “fonction bornte” pourrait etre ecartee 
dans l’enonce du Theoreme 1 si l’on savait dtmontrer la 
CONJECTURE. Toute solution de I’une des deux conditions (ii) ou (iii) est 
G-harmonique. 
Le Theoreme 1 sera etabli en ce qui concerne la condition (ii), par la 
Proposition 6 et le Theorbme 2; et en ce qui concerne la condition (iii), par 
la Proposition 14 et le Theo&me 4. 
5. LES EQUATIONS DE HUA EN R~ALISATION NON BORN& 
Dans cette section nous tnonqons le Theo&me 1 (condition (ii)) en nous 
plaqant dans la rtalisation non bornee canonique de X comme “demi-plan 
generalise,” due a Koranyi et Wolf [ 111. 
5.1. Demi-plan gt!nt?ralis.4 
On note (K*, Lo) la paire symetrique non compacte duale de la paire 
(K, L): Lo est la composante neutre de L et K* le sous-groupe analytique 
de G, d’algbbre f* = I + iq. Le groupe K* opkre sur r + par la representation 
adjointe et l’orbite 
Ad K* . E, = K*/L, 
est exactement le cone Sz, domaine de positivite de l’algebre de Jordan for- 
mellement reelle r + . 
L’ouvert CX est contenu dans l’ouvert d’Harish-Chandra ((p + ), L’image 
inverse 5 = -it-‘(&) est exactement le tube 
On a iEo= -it-‘(cxo) et r+ = -i<P’(c$, oh 3 est un ouvert dense de S. 
Le groupe G opke sur F par la loi g(Z)= -it-‘(cgcP1[(iZ)) et on a 
F = G(iE,) = G/K. Pour les demonstrations voir [ 11, Sect. 6, p. 2811. 
5.2. Coordonntes cartksiennes 
On identifie dtsormais l’espace p + a son dual au moyen de la forme her- 
mitienne (, ). Soient {Ei} une base orthonormte (done autoduale) de p+, 
et {.zi} les coordonnees correspondantes. On pose 
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On identifie ainsi les optrateurs a et 8 a des optrateurs differentiels ur p + 
a valeur dans les sections du libre cotangent complexe de p +. 
Soit A E 52 arbitraire. On pose 
a;a=[a,A,a-j=~ a2 - 0 CE, A E,l, i,j azia2, 
oti la loi (X, Y) + X 4 Y = [X, A, Y] = {X, A, Y} est le produit de Jordan 
dans l’algebre de Jordan A-isotope de p +. 
On a en particulier 
a2 a.fj=C- 
EO ij az,a5, 
@Ej.E,. 
L’optrateur d a a n’est autre que le “contract? de l’operateur differentiel 
a 0 8 par l’application lineaire X@ Y + X ; Y de p + 0 p + dans p +. I1 est 
en particulier independant de la base choisie. 
Pour simplifier les notations, on note dans toute la suite ai pour a/azi, aj 
pour alai; et aiaj pour a2/az,a2j. 
5.3. Equations de Hua 
Soient B le sous-groupe d’isotropie de G au point cx,, et B” la compo- 
Sante neutre de B. On sait [ 11, p. 2801 que B et B” sont transitifs sur F. 
On a B=B’Let B’=Intc-‘(R+K*), avec R+=expr+. 
Soit alors Z = X+ iY un point de F arbitraire. Comme la paire (K*, Lo) 
est symetrique, on a la decomposition de Cartan K* = (exp iq) Lo. Soit q ,, 
l’unique element de exp iq tel que YE Q = K*/L” s’tcrive Y = Ad q ,, . E,. 
On a Z = X+ iY = g, y(iEo), ou g, ,, est l’unique element de 
Int c-‘(R+ . (exp iq)) c Bb defini par g,,= Int c-‘(exp X. q,,). 
PROPOSITION 5. Soient f une fonction C” sur 5 et f la fonction sur G 
correspondante. Pour tout Z = X+ iY E F, soient q ,, E exp iq et g,,, E B” 
d&is comme prtctdemment. Alors on a 
CHkKr) = Ad qm y, afm. 
Preuve. Remarquons d’abord qu’on a 
YSh,r) = f(hb,d(l) = r4 Eoy ~l(fogx,diEo). 
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Soient p( g,,) la differentielle de la translation par g,, au point iE,, et 
p*( g,,) son adjoint par rapport d la forme hermitienne ( , ). Par un cal- 
cul elementaire on a I*( g, r) = p*( g,. r) = Ad q y. On en deduit 
=Cajak.f(z)[Adqr,c, [G, Adqr.Ekl]. 
jk 
Maintenant on a 
CAdqr$, C~,Adq,.E,ll=Adq,(C~, ~Adq,l~~,E,ll) 
=Adqr(Cq, C~,&ll), 
car q r E exp iq implique ry = q; ‘. D’oh l’assertion. 1 
PROPOSITION 6. Les conditions suivantes ent Cquivalentes: 
0) 97(g) =O (gEBh 
(ii) [a, Y, aIf = 0 (Z=X+iYEF). 
Preuve. La Proposition 5 implique l’tquivalence de (ii) et de la condi- 
tion 
(iii) jT( g) = 0 (gEIntc-‘(R+.(expiq))). 
Mais on a Int c-l.L”=Lo et B=B’L. D’oti 
B = Int c- ‘(R+ . (exp iq)) . L. 
D’autre part on a par un calcul elementaire 
Yhl) = Ad ~-‘LY.&)) 
pour tous gEG et IEL. D’oh (i)G(iii). 1 
Nous sommes alors en mesure de demontrer le resultat suivant. 
THBOR~ME 2. Soit f une fonction C” born&e sur le tube 9 = r + ~33 &I. La 
fonction f est la transform&e de Poisson dune fonction sur le bord de Shilov 
de JT si et seulement si on a pour tout 2 = X + iY E F-, 
[a, Y, a]f(x+ iY)=O. 
En vertu de la Proposition 6, la condition est Cvidemment ntcessaire 
puisque la condition jT= 0 l’est deja. La demonstration que la condition 
est suflisante sera donnee a la Section 7. Auparavant nous allons donner 
une seconde formulation du Thtoreme 2, moins explicite mais valable tga- 
lement en realisation horde. 
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6. LES EQUATIONS DE HUA EN R~ALISATION BORNBE ou NON BORN~E 
Soient (Ei} une base de p + orthonormie pour la forme hermitienne ( , ) 
et (zi} les coordonntes correspondantes. La forme de Killing permet 
d’identifier p - au dual de p +. La base {z} est alors la base de p- duale 
de la base {Ei}. A vet cette convention on pose 
Soit D (resp. F) la realisation horde (resp. non bornee) de X= G/K. Le 
groupe G opere sur D ou F. Pour tout g E G et tout z E D (resp. z E F), on 
introduit le “facteur d’automorphie” ~(8, z) en posant 
am4 = a, 4 worn), 
Le facteur d’automorphie p(g, z) d+end de la realisation (bornee ou non 
born&e) qu’on considbre. On a p( g, z) E Ad K,. et l’adjoint de p( g, z) pour la 
forme hermitienne (, ) est donne par 
/4g, z)* =I489 z)-‘. 
Soit z E D (resp. z E F) arbitraire. On a z = g(0) (resp. z = g(iE,)) avec 
g E G. On pose 
b(z) = &lo) Pk, o)* 
(rev. b(z) = cl(s, W Ag, iEd*). 
On veritie facilement que cette definition est indtpendante du choix de g 
dans la classe gK. Pour tout ZE D (resp. ZEST), b(z) est alors un endomor- 
phisme de p+ hermitien detini positif pour la forme ( , ). On note bri2(z) sa 
racine car&e. 
Soit 9’(pE) l’algebre des optrateurs differentiels a coefficients constants 
sur p,. Soit A un endomorphisme arbitraire de p +. Celui-ci induit un endo- 
morphisme (encore note A) de 9’(p,)@p+, et on a en particulier 
A&C &~AE,. 
I 
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On &tend desormais la conjugaison Z + 2 de p + a 5f(p() @ p +. Alors on a 
(Aa)“= 1 a,@ (AE,): 
L’algebre sP(p,)O %(gc) est associative. On peut done dtfinir de 
maniere canonique le “crochet de Lie” de deux de ses elements. On a en 
particulier 
[AC?, Aa] = c a;ai@ [AE,, AE,] 
r.i 
De man&e analogue la structure d’algebre de Jordan de p + munit 
y(p,.) @ p + d’une structure d’algebre commutative, et on peut delinir de 
man&e canonique le “produit de Jordan” 
(Ad)’ (Aa)-= c a$,o (AE,)’ (AEJ. 
Compte-tenu de la relation 
b”‘(z) = b ~ “2(z), 
le resultat suivant est celui demontre a la Proposition 3.2 de [S, p. 5961. 
PROPOSITION 7. Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
m7d = 0 (gE B), 
-- 
[b”‘(z) 8, b1’2(z) a]f(z) = 0 (ZED ou F). 
Le resultat analogue suivant sera utile. 
PROPOSITION 8. Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
GG7d=o (sEB), 
((b”‘(z) 8). (b”‘(z) a) -)f(z) = 0 (z E D ou 9). 
Preuve. 11 suflit de se placer en realisation non born&e. Pour tout 
Z = X+ iY E F on introduit comme prtcedemment l’unique element 
q y~ exp iq tel que Y=Adq,.E,. Alors on a Z=g,,.(iE,), avec 
g,, = Int c-‘(exp X. q r) E B”. Par un calcul elementaire on voit que 
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P(&T.r,Y~ iEo)=Adq,. D’ou b(Z)=Ad q$ et b’/‘(Z) = Ad qy, car on a 
Zj+qy? 
La seconde condition s’ecrit alors 
~&8J(Z)[(Ad qy’ E;) “, [q, Ad qv. E;]] =O. 
i,i 
Comme le groupe Ad K* laisse stable r +, on a (Ad q ,, . E,) -= Ad q y’ ET 
La seconde condition s’ecrit done 
On applique alors la Proposition 6. 1 
PROPOSITION 9. Les conditions suivantes sent kquivalentes: 
%7(g) = 0 (gE BL 
C’fw”‘(4 $2 ‘fwb1’z(4 a, -w(z) = 0 (z E D ou F). 
Preuve. En vertu de la Proposition 3, et compte-tenu des notations 
adoptees, on a 
[b”‘(Z) 8,b’/‘o]f(z)= gJb(b”‘(Z) 8),$((b”‘(Z) 8) -)]f(z) 
+ l+b((b1’2(z) a,. (b”‘(Z) a, -)f(Z). 
Compte-tenu des Propositions 7 et 8, on reconnait ici la decomposition 
donnee d la Section 4. D’ou l’assertion. 1 
Le resultat suivant est alors une formulation implicite, en realisation bor- 
nee et non born&e, du Theoreme 2. 
THI~OR~ME 3. Soit f une fonction C” born&e sur D (resp. F). La fonc- 
tion f est la transform&e de Poisson dune fonciion sur le bord de Shilov si et 
seulement si on a pour tout z E D (resp. T), 
((b”*(z) 8). (b”*(z) 8) “)f(z) = 0. 
Preuve. On applique les Propositions 6 et 8 et le Theo&me 2. l 
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7. DI~MONSTRATION DU THI~OR~ME 2 
7.1. Notations 
On se place desormais, et pour toute la demonstration, en rtalisation 
non bornee. Pour tout Z = X+ iY E 5, on note comme preddemment q ,, 
l’unique element de exp iq tel que Ad q ,, . E, = YE $2. On pose 
g,,==Int c-‘(expX.q.)~ B”. Alors on a Z=g,,,(iE,), b(Z)=Ad q$ et 
b”‘(Z) = Ad q y. 
On introduit les operateurs 
D,= [Adq..&Adq;a], 
D1=(Adqy+(Adqy.a)-, 
02 = CIC/(Ad qr’ a), @((Ad qr’ 8, -)I. 
En vertu des Propositions 7, 8, 9 ceux-ci correspondent respectivement aux 
operateurs X”, 2, et &. Par la Proposition 3 on a 
D, = $D, + $(D,). 
On note desormais M c L le centralisateur de a dans K et K/M = G/Q le 
bord maximal de Furstenberg de X. Soient f une fonction bornee sur X et f 
la fonction sur G correspondante. En vertu des Propositions 6 et 8, les trois 
conditions suivantes sont tquivalentes 
$J1(d=O @EN, 
Cd, K m(z) = 0 (Z=X+iYEF), 
DlfW = 0 (Z=X+iYEF). 
Supposons alors que f satisfait une de ces conditions. En vertu de la 
Remarque 2, S est solution du laplacien de X. I&ant bornee, on en dtduit 
par un resultat classique de Furstenberg [2] quef est transformee de Pois- 
son dune fonction bornee u sur K/M = G/Q. C’est-a-dire: 
Le Theo&me 2 sera etabli si nous montrons que la fonction u est dtfinie 
sur K/L. Pour ceci nous allons utiliser la methode de Johnson [6,7, S] et 
“pousser au bard” les equations D,f(Z) = 0. Nous traitons d’abord le cas 
particulier oti 24 est C”. 
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1.2. La mkthode de Johnson 
Soit X,, = E, + GE a. Soient u une fonction C” bornte sur K/M = G/Q, 
et fson integrale de Poisson defmie sur F par 
En vertu du Lemme 2.1 de [7, p. 981 la fonction 
f#(g) = t$-ymSk.exp tXdi&J) 
existe et est C” sur G. On note desormais pour tout Z = X+ I’YE F, 
4x Y) =f”kx,,) 
et Df (k = 0, 1,2) les optrateurs differentiels dtfinis par 
Ceux-ci existent en vertu du Lemme 2.9 de [7, p. 1001. 
Alors on sait [S, p. 6031 que la fonction u est definie sur K/L si et seule- 
ment si la fonction u(X, Y) est indkpendante de Y. Les equations 
D, f(Z) = 0 impliquent DF u(X, Y) = 0. Nous sommes ainsi conduits a 
dtmontrer la 
PROPOSITION 10. Toute fonction C” born&e solution de DF u(X, Y) = 0 
est indkpendante de Y. 
1.3. Demonstration de la Proposition 10 
Les operateurs X’ et 4 (resp. D, et DI) Ctant indipendants de la base de 
p + choisie, nous supposons desormais que {Ei} est une base sur R de la 
forme reelle r +. On a alors Ei = c, et comme le groupe K* laisse stable r +, 
(AdqyEJ-=Adqy,c=Adqy.Ei. 
Le resultat suivant a Cte dtmontre dans [8, Proposition 6.4, p. 6053. 
PROPOSITION. Toute fonction C” bornke solution de D,# u(X, Y) = 0 est 
indkpendante de Y. 
Comme on a D,# = ;DT + $(Dy ), la Proposition 10 est done un corol- 
laire immediat du rtsultat suivant. 
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PROPOSITION 11. On a D: = 0. 





Maintenant on remarque qu’on a 
g,, y. exp tXo( X,) = X + ie ~ 2r Y. 
On en deduit facilement (avec zk = xk + iyk), 
a2 
D2#=c- 
j,k ayj aYk 
oCICI(Adq,.E,),~(Adq,.E,)l. 
Les termes du membre de droite s’eliminent deux a deux. D’ou le resul- 
tat. 1 
Ceci acheve la preuve de la Proposition 10 (et celle du Theoreme 2) lors- 
que la fonction u est C”. Dans le cas general u est somme (au sens des dis- 
tributions) de la serie de ses L-types 
Ici L designe l’ensemble des classes d’tquivalence des representations irre- 
ductibles de L, x1 le caractere de A, et * la convolution sur L. Chaque fonc- 
tion u1 = xI * u est C” et bornte sur K/M. Sa transformee de Poisson s’ecrit 
fnW = x~*f(z) = j xz(l)fW I- l(Z)) dl. 
L 
Maintenant les equations D, f(Z) = 0 sont invariantes par le groupe 
Ad L. Elles s’ecrivent en effet de man&e Cquivalente yy( g) = 0 (g E B). Or 
on a y(fo I)(g) = jjT(lg) et L c B. Chaque fonction L-finie fn satisfait done 
D, fL(Z) = 0. Le rtsultat precedent implique que u). est delinie sur K/L. 11 
en est alors de m&me pour U, ce qui acheve la preuve du Thtoreme 2. 
1.4. Remarque finale 
I1 est interessant de remarquer que la Proposition 10 possede une inter- 
pretation naturelle en termes d’algebres de Jordan. Par un calcul analogue 
a celui de la Proposition 11, on verilie en effet facilement qu’on a 
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D,#$ a2 -@(Ad qr.Ej). (Ad qr.Ek) 
i,k aYj aYk 
Le rksultat de la Proposition 10 prend alors la forme suivante. Les nota- 
tions sont indipendantes des prhx!dentes. 
Soient d une algbbre de Jordan formellement rkelle d’tkment unitC e, et 
Q la composante connexe de e dans l’ensemble des ClCments Jordan-inversi- 
bles de z& (domaine de positivitk). Soient {e,} une base orthonormke de d 
et { yi} les coordonntes correspondantes. On note 
(q-L,e, 
i ay, 
la diffkrentielle sur &‘. Pour tout A E Q on note (X, Y) -+ Xi Y le produit 
de Jordan dans l’algkbre A-isotope de d et 
a2 
d.d=C- 
A j,k aYJ aYk 
@ej’ ek, 
A 
La Proposition 10 prend alors la forme suivante. 
PROPOSITION 10 bis. Soit f me fonction C” bornke sur le c&e 0. Si pour 
tout YES2 on a 
d ;df( Y) = 0, 
la fonction f est constante. 
11 serait intkressant de disposer d’une preuve directe, strictement interne 
au formalisme des algkbres de Jordan. 
8. LES EQUATIONS DE HUA EN COORDONN~EES POLAIRES 
Dans cette section nous dkmontrons le ThCorkme 1 (condition (iii)) en 
nous plagant dans la nouvelle rkalisation canonique de X comme “domaine 
de Reinhardt gCnCralisC,” que nous avons donnke dans [ 14, 151. 
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8.1. AlgPbre de Jordan 
On peut transporter par $ la structure d’algebre de Jordan de p + sur q, 
en posant pour tous X, YE q,., 
x. Y=l+b(l#-‘(X)~~-‘(Y)). 
On munit desormais q, de cette structure d’algebre de Jordan complexe, 
dont l’tltment unite est H,, = $(E,). La forme reelle iq = #(r+) est une 
sous-algebre de Jordan formellement reelle de q,. On note [ , , ] le produit 
triple de Jordan sur q, et w = $(Q) la composante connexe de H, dans l’en- 
semble des elements Jordan-inversibles de iq (domaine de positivitt). 
Comme la paire (f, 1) est symktrique, on a iq = Ad L. ilj. Tout Clement 
HE iq peut s’ecrire 
On sait [9, pp. 76781 que Ad L est le groupe des automorphismes algebri- 
ques de I++ (resp. iq). On vtrifie facilement que les vecteurs { Eyk, k = l,..., 1) 
forment un systbme orthogonal complet [9, p. 831 d’idempotents de r+. On 
en deduit que les vecteurs { HYk, k = l,..., I> forment un systeme orthogonal 
complet d’idempotents de iq. 
La decomposition prtctdente est done la decomposition minimale de H 
[9, p. 861, et les scalaires {A,} les valeurs propres de H. En particulier on a 
w=Ad L,o’, 
oti o” est le cone de i[) delini par 
k=l 
En vertu de [9, p. 1101 on peut alors dkfinir le “sinus hyperbolique de 
Jordan” de HE iq en posant 
ShH=AdI 
La fonction ainsi definie est Ad L-tquivariante et laisse stable w. 
8.2. Domaine de Reinhardt gtntralis& 
Soit S, = K,cx,, = <(Ad K, ’ E,) l’unique K,-orbite de X* contenant 
S= Kcxo= c(Ad K. E,). Alors on a S, = Kc/L,, ou L, dtsigne le sous- 
groupe des points fixes dans K, de l’automorphisme z” = Int c2. L’orbite S, 
est une complexilication de S= K/L, et un ouvert dense de X*. 
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L’application rc: K x iq + S, definie par rc(k, H) = k. exp - H. cx, munit 
S, dune structure d’espace fibre K-homogene, de base S = K/L et de libre 
type iq: 
S,-K x L iq. 
11 revient au m&me de dire que rc identifie S, au quotient de K x iq par la 
relation &equivalence 
(k, H)- (kl, Ad I-’ . H) (1E L). 
Soit 9 un domaine K-invariant de S,. Alors 9 est un sow-fibre homo- 
g&e de S,. On a 9 = K x LB, oti la fibre type B est un domaine Ad L- 
invariant de iq. On dit que 9 est le “domaine de Reinhardt generalist” de 
S, de tibre type B. 
Soit 8 = Gx, n S, : c’est un ouvert dense de X = Gx,. On a G n K, = K et 
8 est un domaine de Reinhardt generalist: de S,.. La libre type de x est 
exactement le cone o, domaine de positivitt de l’algebre de Jordan formel- 
lement reelle iq: 
L’image inverse 5 - ‘(S,) (resp. 5 -l(8)) est exactement l’ensemble des ele- 
ments Jordan-inversibles de p + (resp. D). Pour les demonstrations voir 
[ 14, Sects. 3 a 61 et [ 151. 
8.3. CoordonnPes polaires 
Soit f une fonction C” sur X. On continue de noter f sa restriction a 2, 
ouvert dense de X. 
On a I, = I, @ q, et l’espace tangent de S,. au point cxO s’identifie a qc. On 
considere desormais q, comme un espace vectoriel reel muni d’une struc- 
ture complexe qu’on note J. 
Soit x = k cxO E 2, avec k E K,.. Pour tout U E q, on pose 
U’f(k)=(UfiJU)f(k). 
Les expressions ainsi detinies dbpendent du choix de k dans la classe kL,.. 
On identifie de la sorte les Gments de q, d des champs de vecteurs inva- 
riants a gauche sur Kc. Les elements U’ sont les champs de vecteurs com- 
plexes de type (1,O) et (0, 1) associes a U E q,.. 
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Soient {Ei} une base de p + orthonormee par rapport a la forme (, ), et 
lJi = r,G(Ej) la base de qc correspondante. On a 
B(Ui, U,)=B(CEi9 %I, CE,? EOI) 
= 4E;, CE,, L-E,, &II) 
= -2B(E;,E,)= -26,,. 
La base { Ui} est done orthonormee par rapport a la forme hermitienne 
(U, V) + -tB( U, P). On identifie dtsormais q,. a son dual au moyen de 
cette forme. On pose 
a=pJ:-QU,. 
On identitie ainsi les operateurs a et 8 a des operateurs differentiels sur 
8~ S, a valeur dans les sections du fibre cotangent complexe de S,.. 
Soit A E o arbitraire. On pose 
a. 8 = [a, A, a] =I U+ U,- 0 [c, A, U,], 
A i,i 
oti la loi (U, V) + U 2 V = [U, A, V] est le produit de Jordan dans l’alge- 
bre de Jordan A-isotope de q,.. 
L’operateur 8 a 8 n’est autre que le “contract? de a @ 8 par l’application 
lineaire X@ Y + Xi Y de qC 63 qC dans q,.. I1 est en particulier indtpendant 
de la base choisie. 
8.4. Equations de Hua 
Soit maintenant H = xi= r Ak H,, (avec i, > 0) un point de w” arbitraire. 
Les notations suivantes seront utilistes largement dans toute cette section. 
Pour tout k = l,..., I soit t, > 0 tel que th tk = e-21k. On pose 
A-,= f: tkXy,,E a, 
k=l 
HI = 1 Log(ch tk) H,, E iti, 
k=l 
H, = 4 f: Log(sh 21k) H,, E ib, 
k=l 
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Si 1 et t sont deux reels positifs tels que th t = e-*‘, on a la relation 
2(ch t)* sh 21= e2i.. 
On en deduit 
H=H,+H,+i(Log2)H,. 
Pour tout rx E @ + on a en particulier 
2e3(HI ~ HI = e-lw2) 
On note desormais qH = exp H, E K* et aH = exp X, E A. 
PROPOSITION 12. Tout L;lPment de 2 peut s’icrire x = k. exp - H’ cx,, = 
ka,x, avec kEK et HEW’. 
Preuve. Tout Clement de 2 peut s’ecrire x = n(k, H) avec k E K et HE w. 
Mais on a w = Ad L. w”, d’oti x = z(k, H) avec k E K et HE w”. Par un cal- 
cul Clementaire dans SL(2, C) [ 11, Lemme 3.5, p. 2691 on a pour toute 
racine yk, 
5-‘(exp tX,;x,)=th tEyl, 
~-1(exp-IH,,.cxo)=e~2’ E,,. 
En vertu de l’orthogonalite forte des racines (yk}, on en deduit 
exp - H. cxo = aHxO. D’oti l’assertion. 1 
PROPOSITION 13. Soient f une fonction C” sur X et 7 la fonction sur G 
correspondante. Soit x = k. exp - H. cxo E p avec k E K et HE 0’. On de@it 
comme pr&Cdemment aH E A et qH E K*. Alors on a 
-~~(ka,)=(Adq,(~~‘(Ca,sh2H,~l)))f(k.exp-H). 
Preuve. On choisit desormais la base orthonormee de p+ form&e des 
vecteurs radiciels Ei = (;(u, cr ))‘I* E, (a E @ + ). On note {z,} les coordon- 
nees correspondantes et U, = $(EL) la base de q,. associee. 
Par un calcul Cltmentaire [ 11, p. 2691, on voit que la differentielle de la 
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D’autre part on a 
t(k. exp - H. exp tU,. cxO) = Ad(k . exp - H) Ad(exp t U,) . E, 
=Ad(k.exp- H)(E,+ t[U,, E,] +O(t2)) 
= Ad(k . exp - H)( E, + 2tEz + 0( t’)). 





Par comparaison il vient 
Ceci entraine 
E:f(ka,) = feXcH H” U,+ f(k . exp - H) 
= elcH2’ U; f(k exp - H). 
yT(ka,,)= 1 U,fU~f(k.exp-H)e”““‘e”‘H”~.E~ 
z,[l t o+ 
= 2 U:U,,f(k.exp-H)[Adq,.~, [%,Adq,,~E~ll. 
cL.psa4 
Maintenant en vertu de l’orthogonalitt forte des racines {yk}, on a imme- 
diatement 
Ad qH. E, = i sh 2& E,,, 
&=I 
On en dtduit 
=II/ ‘(Sh 2H)~52. 
= c U,iUpf(k.exp-H)AdqH([~,II,P1(Sh2H),E~]). 
1JE o+ 
Maintenant le produit triple de Jordan dans p + est le transporte par $ ’ 
de celui dans q<. On a done 
[&t+P’(Sh2H),E;]=[-$P’(U,),$P’(Sh2H),$P’(U,j)] 
= -I+-‘( [u,, Sh 2H, U,]), 
ou on a tenu compte de la Proposition 2a. Ceci acheve la preuve. 1 
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Soit A un isomorphisme arbitraire de q, sur p +. Comme a la Section 6, 
on peut definir de man&e canonique les “crochets de Lie” [Aa, Aa] et 
c$(aT wm-)l ainsi que le “produit de Jordan” (Aa). (Aa): On a 
pour ces objets des formules analogues a celles de la Section 6. 
PROPOSITION 14. Les conditions suivantes sont bquivalentes: 
0) X7(g) = 0 (g E KA+), 
(ii) [a, Sh 2H, a]f(k.exp- H)=O (~EK, HEW), 
(iii) ((Adq,($~‘(~))).(Adq,(t+~‘(a)))“),~(k~exp-H)=O 
(k~ K, HER”). 
Preuve. Le groupe de Weyl W de la paire symttrique (I, I) opere sur h 
par les permutations de f 1, 2,..., I}. Ceci implique w”/W= ml, oti wL est le 
cone de h dtfini par 
On en deduit que w = Ad L. o” = Ad L. WI. On introduit la condition 
(iv) [a, Sh 2H, 81 f(k exp - H) = 0 (kg K, HEW’). 
11 est clair que A + est exactement l’image de l’interieur de w’ par l’appli- 
cation H + aH. En vertu de la Proposition 13 et par continuite, on a alors 
(i)o (iv). 
Prouvons (ii)o(iv). Soient HEO et H,=AdIp’.H~o’. On a 
kl. exp - H, = k. exp - H. 1 et par un calcul elementaire 
aJ(kl.exp - H,) = Ad I- ‘(af‘(k.exp - H)). 
On en dtduit 
[a, Sh2H,, 8]f(kr,exp-H,)=AdI-‘([a, Sh2H, a]f(k.exp-H)), 
apres avoir utilise que Sh 2H, = Ad I ‘(Sh 2H), et le fait que Ad L est le 
groupe des automorphismes algtbriques de q,.. D’ou (ii)o (iv). 
Finalement la condition (iii) s’ecrit, compte-tenu de la Proposition 2a, 
~c;:u,f(k.exp-H)[Adq,(lL~‘(u,)), C%Adq,($-L(~))l]=O. 
Soit encore puisque Ad qH. E, = II/ ~ ‘( Sh 2H), 
Adq,(lC/~‘([&Sh2H,a]f(k.exp-H)))=O. 
D’oh (iii) * (iv) et (ii) * (iii). 1 
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Les deux propositions suivantes s’ttabliraient de man&e exactement 
analogue aux Propositions 13, 14. On les laisse au lecteur. 
PROPOSITION 15. Les conditions suivantes ont equivalentes: 
cxlflk) =o (gEKm, 
CAdq,(l(/~‘(a)),Adq,(lL-‘(9))lf(k.exp-H)=O (k E K, HE w”). 
PROPOSITION 16. Les conditions suivantes ont kquivalentes: 
Km=0 (gEKpf> 
E$(Ad qHW1@))), II/((Ad qHW1@))) “)lfWev-W=O 
(kEK, HE@‘). 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le resultat suivant. 
TH~OR~ME 4. Soit f une fonction C” bornee sur X, La fonction f est la 
transform&e de Poisson d’une fonction sur le bord de Shilov S si et seulement 
si sa restriction d I’ouvert dense w (encore not&e f) satisfait pour tous k E K 
et HEW, 
[a, Sh 2H, 81 f (k . exp - H) = 0. 
On observera que ces equations sont explicitement K-invariantes. 
8.5. Demonstration du ThCortme 4 
La condition est clairement necessaire puisque la condition AT= 0 l’est 
deja. La demonstration que la condition est suftisante st strictement paral- 
Me a celle du Theoreme 2, donnee a la Section 7. Aussi nous en indiquons 
seulement les grandes lignes et laissons les details au lecteur. 
Soit x = k. exp - H. cxo E 2 avec k E K et HE 0’. On maintient la nota- 
tion prectdente pour qH E K*. On introduit les operateurs 
Do= [Ad qA$-1(8)), Ad qA,-‘@))I, 
D, = (Ad qA+-‘@,,). (Ad d$-‘@))) -> 
D,= CII/(Ad q&F’(a))), $((Ad q~W’@))) ->I. 
En vertu des Propositions 14, 15, 16 ceux-ci correspondent respectivement 
aux operateurs YF, 2, et Y&. Par la Proposition 3 on a 
D, = $D, + $(Dl). 
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Soit f une fonction C” bornte sur w satisfaisant D r f= 0. En vertu de la 
Remarque 2, f est solution du laplacien de X. fitant bornee elle s’ecrit 
comme inttgrale de Poisson d’une fonction born&e u sur K/M [2]. En 
decomposant u en la serie de ses K-types, on peut toujours supposer u C”. 
Soient done u une fonction C” bornee sur K/M et f son integrale de 
Poisson telle que D, f = 0. On pose pour tous k E K et HE w”, 
u(k, H) = ,liy f (k . exp - tH. cxo) 
+ 
D#u(k, H)=,~III+ Dif(k’exp-tH.cx,) (i=O, 1,2). 
La fonction u est dtfinie sur K/L si et seulement si la fonction u(k, H) est 
indipendante de H. 
Johnson et Koranyi [S] ont montre qu’il en est ainsi si f satisfait les 
equations Y@= 0, c’est-a-dire D,f = 0. On en deduit que toute fonction C” 
bornee solution de D,# u(k, H) = 0 est independante de H. 
Le Theo&me 4 sera done Ctabli si nous demontrons la 
PROPOSITION 17. On a Dg = @(DT ), c’est-&dire 02” = 0. 
Preuve. Les operateurs Do et D, Ctant indgpendants de la base de q, 
choisie, nous supposons desormais que {U,} est une base sur Iw de iq, c’est- 
a-dire que { Ei = $ ~ ’ ( Ui)} est une base sur [w de r +. On a alors Ei = E et 
(Adq,(ll/-I(&))) “=(Adq,+,)-=Adq,.E;. 
On a par definition 
4 = c U: u, Q [II/W q&,-W))), II/((Ad qHW’(q))) “)I 
i.k 
=C UT UT Q C$(AdqH.Ek), $(AdqH.Ej)]. 
J,k 
Par un calcul Clementaire on en dtduit 
02” =C ujuk@ [$(Ad h. Ek), $(Ad h. Ej)], 
i.k 
od h E exp it, detini par 
h=exp $ i (Log2Ak) H,, 
k=l > 
est l’unique element de exp iQ tel que $(Ad h. E,) = 2H. On voit que les 
termes du membre de droite s’tliminent deux a deux. D’oh le resultat. 1 
Ceci acheve la preuve du Theo&me 4. 
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9. ALG~BRES DE JORDAN 
Comme on l’a indique auparavant, les Theoremes 2, 3, 4 s’expriment 
purement en termes d’algebres de Jordan. Nous explicitons ici brievement 
ces formulations. Les notations sont disormais indgpendantes des prt!&den- 
tes. Nous renvoyons a [9, lo] pour la terminologie, des demonstrations et 
des references. 
Soient d une algebre de Jordan rtelle compacte (i.e., formellement 
rtelle) avec element unite e et &? sa complexifiee. On note z -+ Z la conju- 
gaison dans &< par rapport a d et (z, w) + zw le produit de Jordan dans 
G$. Pour tout z E s$,. on d&it les endomorphismes L(z) (translation a 
gauche) et P(z) (representation quadratique) en posant L(z) u’ = zw et 
P(z) = 2L2(z) - L(z2). 
On note Expz, Sh z et 2-l l’exponentielle, le sinus hyperbolique et (s’il 
existe) l’inverse de Jordan de z E dc. Le produit triple de Jordan dans cg 
est d&i par 
{x,y,z}=x(yz)+z(yx)-p(xz). 
La forme a(z, w) = trace L(zW) est une forme hermitienne definie positive 
sur 4.. On choisit une base {ei} de &< orthonormke par rapport a cette 
forme. On note {zi} les coordonnees de z correspondantes. 
Soit Q la composante connexe de e dans l’ensemble des elements Jordan- 
inversibles de .d (domaine de positivite). Dans .$ on considere le tube 
F = d + isZ. Le noyau de Szego de .F est don& par 
pour une constante positive z. Le noyau de Poisson de F est alors d&i 
par la formule habituelle 
P(Z, u)=‘Ss’fY y2 (ZE9, UE.02). 
z, z 
THBOR~ME 2 BIS. Une fonction C” horntGe f sur le tube 9 est I’intPgrale 
de Poisson d’une fonction sur le hord de Shilov si et seulement si pour tout 
z=x+iyEJF, on a 
On considbe maintenant le domaine borne symetrique 
D= {(z-ie)(z+ie)-‘, ZEF} 
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obtenu g partir du tube F par transformation de Cayley. Soient R le 
groupe des automorphismes holomorphes de D fixant 0, et f? = Aut d le 
groupe des automorphismes algkbriques de d. On a .5? c R et 
S = R. e = R/r! est le bord de Shilov de D. On pose 
B(z, w) = Id - 2L(z) L(W) + 2,5(W) L(z) - 2L(zW) + P(z) P(G). 
Alors le noyau de Szegii de D est donnt par 
S(z, w) = fl[det B(z, w)] -‘I’, 
pour une constante positive fi. Le noyau de Poisson de D est ensuite d8ini 
par la formule habituelle. 
TH~OR~ME 3 BIS. Une,fonction C” horde f sur D est I’intkgrale de Pois- 
son d’une fonction sur S si et seulement si pour tout z E D on a 
~~(z)((B(z,z))‘;2e,)~((B(z,z))‘~2e,)=0. 
I Zk 
Soit b l’ensemble des tlkments Jordan-inversibles de D: c’est un ouvert 
dense de D et un espace librt sur S de fibre type 52. En effet on a le thbo- 
r6me suivant de d&composition “en coordonn&es polaires” de a, ttabli dans 
[ 15, ThCor&me 3, p. 1911: l’application de fi x D dans 4. dtfinie par 
(k, x) + k. Exp( -x) identifie d g l’espace fibr6 R x L’ Q. I1 revient au 
m&me de dire que tout tlkment de b peut s’Ccrire k. Exp( -x), et qu’on a 
k. Exp( -x) = k’ Exp( -x’) si et seulement si il existe 1 E f! tel que 
k=k’l-L et x=1.x’. 
Si f est une fonction sur D on note encore f sa restriction g b. Soit J la 
structure complexe naturelle de <G$, qu’on considkre dksormais comme un 
espace vectoriel rtel. Soit u un ttltment arbitraire de &.. Pour tout 
z=k.Exp(-x)Ed on note 
uf(k.Exp(-x))=~f(k.(P(Exp( - ;)) Exp tu))~t=o. 
u’f(k.Exp(-x))=(uTiJu)f(k.Exp(-x)). 
La restriction g a du noyau de Szegii de D peut s’tcrire 
S(z, w)=b[det P(z) P(zT’ - G)]~“‘=fi[det P(W-l-z) P(W)]-“*. 
TH~OR~~ME 4BIS. Une fonction C” hornke f sur D est l’intkgrale de Pois- 
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son d’une fonction sur S si et seulement si sa restriction ci l’ouvert dense b 
(encore notte f) satisfait pour tous k E R et x E 0, 
z e+ f; f(k. Exp( -x)){q, Sh x, e,} = 0. 
On observera l’analogie remarquable entre les Thtorkmes 2 bis et 4 bis. 
11 serait inttressant de disposer de preuves directes, strictement internes au 
formalisme des algkbres de Jordan. 
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